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Введение 

Современные задачи машинного обучения всё чаще требуют перехода от 
прогнозирования точечных значений к моделированию целых распределений, что 
особенно актуально в областях, где важна оценка неопределённости [1]. Классические 
методы регрессии оказываются недостаточными, когда целевая переменная является 
случайной величиной со сложной структурой зависимости от входных признаков, что 
привело к активному развитию направления регрессии над распределениями [2]. 
Существующие подходы либо игнорируют геометрию пространства вероятностных 
мер, либо обладают высокой вычислительной сложностью, либо требуют больших 
объёмов данных для надёжной оценки плотности [3, 4]. В данной работе предлагается 
метод Wasserstein-регрессии, который объединяет преимущества параметризации на 
основе базиса Бернштейна и геометрически мотивированной минимизации 
Wasserstein-расстояния. Основная цель заключается в построении гладкой 
вероятностной траектории, аппроксимирующей условное распределение отклика. 
Научная новизна работы заключается в синтезе идей вариационной аппроксимации, 
геометрии оптимального транспорта и параметрического моделирования. 
Предложенный метод обеспечивает интерпретируемость благодаря явному заданию 
контрольных точек траектории, вычислительную эффективность и устойчивость на 
сложных нелинейных зависимостях. 

 
Основная часть 

Основная идея метода состоит в том, чтобы представить предсказанное 
семейство распределений как гладкую вероятностную траекторию, параметризованную 
через базис Бернштейна. Пусть наблюдения заданы набором пар (x_i, y_i), где x_i — 
скалярный вход, а y_i — векторный отклик. Модель строит параметрическую 
аппроксимацию семейства распределений по метрике W_2 (квадратичное расстояние 
Wasserstein). Для каждой компоненты смеси k задаётся набор контрольных точек, а 
предсказание среднего и ковариации вычисляются как взвешенная сумма по базисным 
полиномам Бернштейна степени n. Функция потерь представляет собой усреднённое 
квадратичное W_2-расстояние между предсказанными гауссовскими распределениями 
и эмпирическими данными. Аналитическая формула для квадрата W_2-расстояния 
между двумя многомерными гауссианами N(mu_1, Sigma_1) и N(mu_2, Sigma_2) 
включает норму разности средних и след матрицы, зависящей от квадратных корней 
ковариационных матриц. Для обучения используется оптимизатор Adam с 
автоматическим дифференцированием. Эмпирические распределения в дискретных 
точках аппроксимируются гауссианами с малой регуляризующей ковариацией для 
численной устойчивости. 

 
Выводы 

Для оценки предложенного метода проведена серия экспериментов на 
синтетических наборах данных. Сравнение проводилось с полиномиальной регрессией, 
гауссовским процессом (GPR), моделью смесей плотностей (MDN) и регрессией через 



барицентры Вассерштейна (WBR). Результаты показали, что предложенный метод 
Wasserstein-регрессии на основе базиса Бернштейна обеспечивает конкурентоспособное 
качество аппроксимации вероятностных траекторий на данных различной сложности. 
Особенно заметное преимущество достигается на фигурах с выраженной 
нелинейностью: на наборе «Фигура Лиссажу» метод превзошёл все конкуренты по 
W_2-расстоянию и RMSE. В трёхмерном случае (торический узел) модель показала 
результаты, близкие к лучшим. В отличие от GPR и MDN, модель не требует тюнинга 
гиперпараметров и сохраняет стабильную сходимость. Дальнейшая работа будет 
направлена на расширение класса моделируемых распределений за счёт включения 
не-гауссовских аппроксимаций, применение энтропийной регуляризации и адаптацию 
подхода для многомерных данных. Практическая значимость работы — в потенциале 
применения в задачах прогнозирования с оценкой неопределённости, анализе 
временных рядов, робототехнике, биоинформатике и финансовой аналитике. 
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