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Введение. Криптографические алгоритмы применяются в самых разных сферах – от 

защиты персональных данных до обеспечения безопасных финансовых транзакций. Однако 

большинство из них не будут устойчивы к атакам с появлением квантового компьютера [1]. 

Одним из вариантов замены таким алгоритмам являются постквантовые протоколы, 

построенные на изогениях суперсингулярных эллиптических кривых. Например, на изогениях 

построена подпись SQIsign [2] – участник конкурса дополнительных электронных подписей 

Национального Института Стандартов и Технологий (NIST). 

 На данный момент алгоритмы для поиска изогений плохо систематизированы в 

литературе. Основными задачами данной работы являются обзор, структурирование и анализ 

существующих алгоритмов, поиск эффективного применения. 

Основная часть. Изогении являются гомоморфизмами между эллиптическими 

кривыми: отображают точки одной эллиптической кривой в точки другой, сохраняя 

групповую операцию сложения точек.  

В данной работе рассматриваются алгоритмы поиска изогений Vélu, Kohel, Galbraith и 

√𝑒𝑙𝑢, оценивается их сложность. Алгоритм Vélu [3] – первый алгоритм для поиска изогений, 

предложенный в 1971 году. Вычисление отображения основано на известном ядре изогении. 

Алгоритм Kohel [4] вычисляет изогению на основе многочлена ядра, что ускоряет задачи, 

связанные с подсчётом точек. На основе диссертационной работы (автор – David Kohel) 

Galbraith предложил алгоритм [5], который использует модулярные полиномы и цепочки 

изогений. Алгоритм √𝑒𝑙𝑢 [6] – улучшенная версия классического Vélu. Основная идея 

заключается в том, чтобы использовать алгоритм больших и маленьких шагов. Он 

реиндексирует точки ядра аддитивной группы G, порождённой точкой P на эллиптической 

кривой с порядком N, для более быстрых вычислений эллиптических полиномов, за время 

пропорциональное квадратному корню. Такой подход позволяет уменьшить количество 

вычислений. Изучена практическая применимость каждого алгоритма. 

Вывод. Проанализированы четыре алгоритма поиска изогений между эллиптическими 

кривыми, сделаны выводы о преимуществах и недостатках каждого алгоритма. Определены 

возможности применения каждого алгоритма. Дана оценка асимптотической сложности. 
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